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X 表示 Banach 空间, µ 表示概率测度, L1(µ,X) 表示Lebesgue-Bochner 空间, 参考
文献 [1] 得到主要结果：X 是强自反（或强超自反）生成当且仅当存在自反（或超自反）
Banach 空间 Z 以及有界线性算子 S : Z −→ L1(µ,X) 使得对 L1(µ,X) 中的弱紧可分
解集 K 以及 ε > 0, 都存在 n ∈ N 使得 K ⊂ nS(BZ) + εBL1(µ,X). 本文在此基础上得到:
X 是强自反（或强超自反)生成当且仅当 L1(µ,X) 是强自反（或强超自反)生成. 该结
论完整地回答了Schlüchtermann−Wheeler [2] 提出的问题：是否 X 是强自反生成意味
着 Lebesgue-Bochner 空间 L1(µ,X) 是强自反生成的. 本文主要利用集值映射方面的重
















LetX be a Banach space, µ a probability measure and L1(µ,X) be Lebesgue-Bochner
space. [1] has shown that X is strongly reflexive (resp. super-reflexive) generated if and
only if there exist a reflexive (resp. super-reflexive) Banach space Z and a bounded
linear operator S : Z −→ L1(µ,X) such that for each weakly compact decomposable
set K ⊂ L1(µ,X) and each ε > 0 there is n ∈ N such that K ⊂ nS(BZ) + εBL1(µ,X).
This paper proves that X is strongly reflexive (resp. super-reflexive) generated if and
only if L1(µ,X) is strongly reflexive (resp. super-reflexive) generated on the basis of the
above result. This result is a strengthening one compared with the main result of [1] and
it answers absolutely a question posed by Schlüchtermann − Wheeler [2] that if X is
strongly reflexive generated implies L1(µ,X) is strongly reflexive generated. This is done
mainly by using important results and techniques about multifunctions [3] combined with
characteration of weak compactness in Banach X and L1(µ,X) [4].
Key Words: Lebesgue-Bochner space; Strongly reflexive (resp.super-reflexive) generat-
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X表示Banach空间, 称X 由 Banach空间 Y 强自反(或强超自反)生成, 如果 Y 为自
反(或超自反)空间且存在有界线性算子 T : Y −→ X 使得对于任意弱紧集 K ⊂ X 以及
任意ε > 0, 都存在 n ∈ N , 使得 K ⊂ nT (BY )+ εBX , 其中 BX , BY 分别表示 X 和 Y 的
单位球. 由于自反空间（或超自反）空间具有比较好的性质, 因此强自反（或强超自反）
生成空间这类空间受到广泛的关注和研究. 利用 Davis−Figiel−Johnson−Pelczynski
给出的因子分解定理 [5] 可以得到： X 是强自反生成当且仅当X是强弱紧生成. X 称为
强弱紧生成的是指如果存在弱紧集 G ⊂ X 使得对每个弱紧集 K ⊂ X 以及每个ϵ > 0,
都存在 n ∈ N 使得 K ⊂ nG+ εBX . 这类空间是由 Schlüchtermann−Wheeler [2] 引入
并且 [6], [7] 做了这方面重要的研究. 实际上, X 是强弱紧生成空间所描述的就是 X 包含
着一个弱紧集, 该弱紧集能够几乎吸收X中所有弱紧集. 而强弱紧生成性质是弱紧生成
性质 ( X 称为弱紧生成的是指如果存在弱紧集 K 使得 X = spanK )的强化, 也就是说，
如果 X 是强弱紧生成空间, 则 X 是弱紧生成空间, 但该结论的逆命题不成立, 如 c0 是
弱紧生成空间, 但不是强弱紧生成空间. 关于强自反生成空间（即强弱紧生成空间）的
典型例子有：自反空间, 具有 Schur 性质的可分空间（由 l2 强生成）以及 L1(µ) 空间,
其中 µ 为任意的概率测度（这类空间由 L2(µ) 生成, 参考 [6]). 而强自反生成空间要严格
强于强超自反生成空间（参考 [1]，也就是说: 强自反生成空间是强超自反生成空间, 但















提出这样的问题：是否 X 是强弱紧生成意味着 Lebesgue-Bochner 空间 L1(µ,X) 是强
弱紧生成的. 2012 年, Sebastián Lajara− José Rodríguez [1] 证明了这样的结果：X 是
强自反（或强超自反）生成当且仅当存在自反（或超自反）Banach 空间 Z 以及有界线
性算子 S : Z −→ L1(µ,X) 使得对 L1(µ,X) 中的弱紧可分解集 K 以及 ε > 0, 都存在
n ∈ N 使得 K ⊂ nS(BZ) + εBL1(µ,X). 显然该结论部分地回答了这个问题, 并未完全解






设去掉. 本文正是遵循后者这样的思路, 得到： X 是强自反（或强超自反）生成空间当
且仅当 L1(µ,X) 是强自反（或强超自反）生成空间. 这是本文的主要结果.
1.2 本文主要工作
本文在 Sebastián Lajara− José Rodríguez [1] 主要结果(即引理3.5)的基础上, 得到
本文主要结果： X 是强自反（或强超自反）生成空间当且仅当 L1(µ,X) 是强自反（或
强超自反）生成空间. 其中做下如下工作：在 2.3 节给出了L1(µ,X) 中集合可分解包
（包含该集合的最小可分解集）的具体形式和构造. 在 3.3 节中得到引理3.6：(1) 若集合
K 的可分解包是有界的，则S1F (其定义见引理3.4)也是有界的； (2) 利用集值映射方面
的重要结果(引理3.4, 参考 [3]) 和技巧以及一般 Banach 空间和 L1(µ,X) 中弱紧集的刻



































先介绍 Bochner 积分的定义, 其定义的引入思想类似于 Lebesgue 积分定义的引
入，即先引入特征向量值函数的 Bochner 积分的定义, 再过渡到一般可测向量值函数的
Bochner 积分定义的引入.
2.1 Lebesgue-Bochner 空间




向量值简单函数, 其中 cj ∈ X (j = 1, 2, . . . N), Ej(j = 1, 2, . . . N) 为 Ω 的 Lebesgue





cjm(Ej), 其中 m(Ej) (j = 1, 2, . . . N) 为 Ej (j = 1, 2, . . . N) 的 Lebesgue
测度.
注：以下 Ω 没有特别说明都表示概率测度空间, X 表示Banach空间.
定义 2.2： [8] 向量值函数 f : Ω −→ X 称为强可测, 如果存在可测的简单函数序列
fn : Ω → X(n = 1, 2, . . .) 使得 fn(ω) 在 Ω 上几乎处处强收敛（范数拓扑意义下收敛）
于f(ω).
命题 2.1： [8] 若f : Ω → X是强可测的, 则f 是几乎可分值的, 也就是说, 存在一可分集
Y ⊂ X, 使得 f(Ω)\Y 为零测集.
定义 2.3： [8] 一个强可测向量值函数 f : Ω −→ X 称为 Bochner 可积, 如果存在向


























命题 2.2： [8] 向量值函数 f : Ω −→ X 是 Bochner 可积的, 如果 f 是强可测并且∫
Ω
∥f(ω)∥dµ(ω) < ∞.
由命题 2.2 知要考虑一个强可测向量值函数 f : Ω −→ X 是否 Bochner 可积, 只需
验证实值函数 ∥f∥ : Ω −→ R 是否 Lebesgue 可积. 这正是下面Lebesgue− Bochner空间
定义的由来.
定义 2.4： [8] 给定一个概率测度空间(Ω,Σ, µ), 定义L1(µ,X) 为所有 Bochner 可
积向量值函数 f : Ω −→ X 构成的线性空间, L1(µ,X) 上范数定义为 ∥f∥1 =∫
Ω
∥f(ω)∥dµ(ω), ∀f ∈ L1(µ,X), 它是一个 Banach 空间，称为Lebesgue−Bochner空间.
Lebesgue-Bochner 空间 L1(µ,X) 是 L1 空间的推广, 将 L1 空间中的函数 f 取值
于一般的 Banach 空间 X, 并且 ∥f(·)∥ 刚好属于 L1 空间. 关于L1 的很多经典结论
在L1(µ,X) 上也成立且 L1(µ,X) 上的性质与 Banach 空间 X 密切相关, 例如, 若X具
有RNP , L1(µ,X) 也具有 NRNP . 作为泛函分析领域的重要内容, L1(µ,X) 经常用于
偏微分方程的研究, 如热传导方程方面的研究, 例如 g(t, x) 是关于时间 t 和空间 X
的温度数值函数, 令 (f(t))(x) = g(t, x), 则 f 是属于某类Lebesgue-Bochner 空间. 此
时Lebesgue-Bochner 空间中的相关性质便可以用于这方面的研究.
2.2 超自反空间
长期以来超自反空间在 Banach 空间几何学的研究中起着重要的作用, 它具















再赋范成为一致凸空间. James [10] 得到关于超自反空间的另一个重要的刻划：
Banach space X 是超自反当且仅当 X 不具有有限树性质. 也就是说, 对于每
个ε > 0, 对于充分大的n ∈ N , BX 不具有 (n, ϵ) 树. Banach 空间的超性质（如超
自反）是在有限表示的基础上定义的, 而有限表示是 Banach 空间局部理论中重要
的一部分, J.Lindenstrauss − A.Pelcznski [11], J.Lindenstrauss − H.P.Rosenthal [12] 和
R.C.James [10] 的研究工作开拓了 Banach 空间局部理论, 它主要揭示无穷维 Banach 空
间与有限维子空间的结构关系, 首先它涉及到一个重要定义：Banach-Mazur 距离.
定义 2.5： [10] 两个 Banach 空间 X, Y 间的 Banach-Mazur 距离定义为： d (X,Y ) =
inf{∥T∥·∥T−1∥ : T 为X 到 Y 的线性同构 }. 若X 与 Y 不线性同构, 则令 d (X,Y ) = ∞.
1972年，James 在他的超自反理论中给出了有限表示的定义：
定义 2.6： [10] 设 X, Y 为无穷维 Banach 空间, 称 X 可在 Y 中有限表示，如果对
任意 ε > 0 以及 X 中的任意有限维子空间 E,，都存在 Y 中的有限维子空间 F , 使
得 dim E = dim F 以及存在线性同构 T : E −→ F 满足 ∥T∥ · ∥T−1∥ ≤ 1 + ε, 即
d (X,Y ) ≤ 1 + ε. 如果 X 可在 Y 中有限表示, 记作 X ≺ Y .
注：定义中可设 ∥T∥ = 1, ∥T−1∥ ≤ 1 + ε.
性质 [10]：(i) 若 X ≺ Y, Y ≺ Z 则 X ≺ Z (ii) X ≺ X
关于空间的有限表示有下面经典的几个例子.
例 2.1： (i) Lp ≺ lp (1 ≤ p < ∞)
(ii) X 为 Banach 空间，则 l2 ≺ X (Dvoretzky’s 定理)















定义 2.7： [10] Banach 空间 X 是超自反的, 如果每个可在 X 中有限表示的 Banach 空
间 Y 都是自反的.
2.3 可分解集
可分解集的定义是在 Bochner 积分的背景下提出来的, 用来替代凸性. 凸性和可分
解性的关系受到广泛的关注和研究(如 [13], [14]), [14] 得到这样的结论：L1(µ,X) 中的任何
弱紧可分解集是凸集.
定义 2.8： [1] L1(µ,X) 中的子集 D 称为可分解的, 如果 ∀f, g ∈ D, ∀A ∈ Σ, 有
f · χA + g · χΩ\A ∈ D.
例 2.2： [1] W 为 X 的任一子集, 则集合 L(W ) ≡ {f ∈ L1(µ,X) : f(ω) ∈ W, ∀a.e. ω ∈
Ω} 是 L1(µ,X) 中的可分解集.
定义 2.9： [1] 集合K ⊂ L1(µ,X) 的可分解包为包含 K 的最小可分解集, 记为 dec K.
命题 2.3： 集合K ⊂ L1(µ,X), 则 dec K = {
n∑
i=1
fi ·χAi : fi ∈ K (i = 1, 2, . . . , n), {Ai}
n
i=1
为Ω 的任一有限分划} ≡ K̃.
证明： 显然 K ⊂ {
n∑
i=1
fi · χAi : fi ∈ K (i = 1, 2, . . . , n), {Ai}
n
i=1 为 Ω 的任一有限分
划} ≡ K̃, 且K̃ 为可分解集. 下证 K̃ 为包含 K 的最小分解集, 即若可分解集 D ⊃ K,
则有D ⊃ K̃. 因此只需证 ∀ {fk}nk=1 ⊂ D 以及对于 Ω 的任一有限分划{Ak}nk=1, 有
n∑
k=1
fk · χAk ∈ D, 下面用数学归纳法证明该结论. 当 n = 1, 2 时, 由可分解集的定义知结
论显然成立. 假设结论对n = m 时成立, 下证结论对 n = m + 1时成立. ∀ {fk}m+1k=1 ⊂ D















{Bk}mk=1 为 Ω 的一个有限分划, 因此由归纳假设知 h ≡
m∑
k=1




fk · χAk + fm · χAm+1 知
m∑
k=1
fk · χAk = h · χΩ\Am+1，因此由 fm+1 ∈ D, h ∈ D 知
m+1∑
k=1
fk ·χAk = fm+1 · χAm+1 +
m∑
k=1
fk · χAk = fm+1 ·χAm+1 + h · χΩ\Am+1 ∈ D,于是结论对于
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